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1) (1845-1918).

§ 1. Het begrip verzameling is ingevoerd door G. CANTOR
Cantor's definitie van verzameling luidde: "Een verzameling is een .
samenvatting van bepaalde wel onderscheiden objecten van ons denken of
aanschouwen tot een geheel”. De objecten heten de elementen van de ver-
zameling en men zegt dat de verzameling haar elementen bevat,
Voorbeelden: (a) de verzameling van alle Nederlandse boeken;
dit is een voorbeeld van een zgn. eindige verzameling, een verzameling
met eindig veelkelementen,

(b} de verzameling N der natuurlijke getallen:
{1,293,,°° ; dit is een voorbeeld van een cneindige verzameling.

{c) de verzameling der re&le getallen tussen O en 1, waarvanm

de triale ontwikkeling geen 1 bevat.

Men kan in het algemeen niet zeggen dat een eigenschap een verzameling
definieert, Zo definieert de eigenschap "rood" niet de verzameling van
alle rode dingen, daar t.a.v. de toepasbaarheid van het predicaat "rood"
zeker geen ondubbelzinnigheid bestaat en aldus aan de eis van het wel-
cnderscheiden zijn van de objecten niet is voldaan. In de wiskunde tre-
den doorgaans slechts mathematische verzamelingen op, i.e. verzamelingen
van mathematische objecten (getallen, punten etc...) en verzamelingen
van deze verzamelingen. Laten we echter slechts mathematische verzame-—
lingen toe dan kunnen we nog niet zeggen dat elke eigenschap een ver-
zameling definieert. Neem bijv. de eigenschap "zichzelf niet als element
bevatten''. Is nl., S de verzameling van alle mathematische verzamelingen
die zichzelf niet als element bevatten, dan geldt blijkbaar dat als de
mathematische verzamelingen S zichzelf bevat, S zichzelf niet bevat, et
omgekeerd. Hier hebben we een duidelijke tegenspraak. We spreken daarom
af bij het definieren van (mathematische) verzamelingen nimmer van eigen-
schappen gebruik te maken die bij direct of na langer gebruik aanleiding
geven tot een tegenspraak. Het schijnt voorlopig voldoende te zijn de

volgende verzamelingen uit te sluiten:

e o s s o e > -~ s -

1)} Voor een uitvoerige biografie zie (8).
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(a) iedere verzameling, die zichzelf als element bevat

(b) de boven gedefinieerde vefzameling S.

Moeili jkheden van boven geschetste aard hebben geleid tot verschillende
axiomatiseringen van de verzamelingsleer., Deze axiomatiseringen hebben
hoofdzakeli jk tot doel een consistentevopbouw van de theorie te geven

(zie (7), (17)). Daarover echter later.

§ 2. Als a element is van een verzameling A dan geven we dit aan met:.
a€A, Is B een deel(-verzameling) van A, i.e., geldt voor alle b,b€B,
dat beA, dan schrijven we BC A. Als BCA en AC B dan is A gei’i,jk aan

B (notatie: A =-B), B is een echte: deelverzameling__ van A als Bc A en

B£A {(notatie: B € A). Met ,2( duiden we de lege vgrzameling aan; dus
de verzameling die geen element bevat. Laat A en B twee willekeurige
verzamelingen zijn, Dan duiden we met AN B de doorsnede van A en B
aan, i.e. de verzameling van de elementen die zowel in A als in ‘B zijn

bevat. A ¥ B duidt de verenigingsverzameling aan van A en B, i.e. de

verzameling van de elementen die in A of in B zijn bevat. A \ B is de

verschilverzameling van A en B, i.e. de verzameling van alle elementen

die in A en niet in B zijn bevat., A\ B is dus ook gedefinieerd als

B % A. |

Opmerking: In vele moderne mathematische geschriften is de omgangstaél,
waarin vroeger wiskunde werd geformuleerd, vervangen door een strengere;,
logische taal. We zullen hier van tijd tot tijd iets van overnemen,

met name dear waar het de duidelijkheid dient. Zo. gebruiken we soms de

logische tekens

v

P afkorting voor: "houdt in" of "impliceert”
"t " " : "is (logisch) gelijkwaardig met"
A " " : "of" (in insluitende zin)

nAn " " "en"

g Tt " " "niet"

n k" " " : "er bestaat een x"

n g " " : "voor alle x geldt".

gistee

23
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v ={x l - } betekent% V is de verzameling van alle elementen x, die
voldoen aan ... .

Haakjes worden op de gebruikelijke manier ingevoerd. Met behulp van deze
tekens zijn de bover; gegeven definities te formaliseren. Bijv. de defini~
tie van AN B en AY B:

AfB ={x|xeA/\xeB}
AUB ={x|xe.AVxeB} .

Het verdient aanbeveling, ten einde te gewennen aan het gebruik van deze
notatie, elke der bovengenoemde definities en enige van de in de syllabus

voorkomende stellingen, op deze manier geheel te formaliseren.

§ 3. Verzamelingen voldoen aan de volgende rekenregels t.o.v. N en U H
AUB = BUA, AN B = BnA (commutativiteit)

(AuBYuUC
(ApB)NC

Avu@BUC) (associativiteit)
ANBAC)

(AyB¥AC
(AnBYUC

(Anc)u (BN (distributiviteit)
AUC)n (BYC

We bewijzen de laatste regel.
x e (ANBYUC) e XEANB Y X¢C o
(XeAAX EB)V X6C s (6 AVXeC)A(x€BVx€C)
e % € (AUCIN(BUC).,

Opgaven: Bewijs dat AcAuUB, ADANB. Bewijs dat AcB gelijkwaardig' is

met AUB = B en met ANB = A, A = Bmet ANB = AUB, ACBCC met
AuB = BnaC,

Stelling (wetten van de Morgan): Als A en B deelverzamelingen zijn
van C en A' = CNA, B' = C\B, dan is

a (AUB)' = A'NB’

b (ANB)' = A'"UB',

i}
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Bewijs: bijv. van a: x €(AUB)' &> (xeCAx ¢ (AUB))
> (xeCAXEAAXEB)) > (x €CAXFA) A (x€CAXEB)
e (XEA'AXEB )e—> x€A'NB'.

Opgave: Als AAB def (AUB) N(AAB), bewijs dan met behulp van een teke-

ning dat (AAB) AC = AA(BAC), voor alle A;B en C.

8§ 4. In de wiskunde spelen de oneindige verzamelingen ongetwijfeld de
belangrijkste rol. Een belangrijke klasse van oneindige verzamelingen
vormen de zgn. aftelbare verzamelingen. Een verzameling A heet aftel-
baar als zij te schrijven is als {al,az,,,,} , dus als er een nummering
van de elementen mogelijk is, i.e. als aan elk element a van A een na- .
tuuflijk getal kan worden toegevoegd zodat met ieder element precies

één natuurlijk getal en met ieder natuurlijk getal precies één element
uit de verzameling correspondeert. We zeggen dan dat A op een 1-1l-duidige

wijze op de verzameling der natuurlijke getallen N is af te beelden.

Voorbeelden: a. De verzameling N der natuurlijke getallen.
b. De verzameling R der rationale getallen.

c. De verzameling A der algebraische getallen.

ad b. Plaats de breuken g (p natuurlijk, q # O natuurlijk) in een blok

op de volgende wijze

1,—> 2, 3,34, . . .

// // // /

1 2 3 4

90 2/90 B/9r g

1.4'//2/'/
9 3? 39 39

Schrijft men nu de getallen op de aangegeven wijze op een rij, daarbij
reeds opgeschreven getallen weglatend,dan krijgen we een 1-1-duidige
afbeelding van de verzameling der positieve rationale getallen op N.
Hieruit kan men gemakkeli jk een l-l1-duidige afbeelding van R op N con-

strueren.



ad ¢, zie bijv.

11y,

Tot slot zij nog de volgende belangrijke toepassing van het begrip

aftelbare verzameling vermeld,

Stelling. Iedere in een interval a< x<b monotone funktie £(x) is

in ten hoogste aftelbaar veel punten discontinu.
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Tweede én derde bijeenkomst: 17 oktober en 7 novembef
Spreker: W, Kuyk en E, Algrae

§ 5. De zojuist genoemde gtelling is o.a. gen gevolg van de volgende
hulpstelling. ' '

Stelling 5.1, 213 Al’Az’A3’°°‘ een aftelbgge rij van aftelbare of ein~

dige verzamelingen; dan is de vereniging iL{ A1 = AlLJAzﬁJ As’““ hoog-

stens een aftelbare verzameling (d.1. aftelbaar of eindig).

Bewijs: Plaats de elementen van A eronder efc,,‘

zodat een blok ontstast:

op een rij, die van A

1 2

A
A

1 = By1081900 0
2 = %2180

s o ecc

en tel weer af zoals bij de rationale getallen (§ 4); laat reeds ge=
telde elementen weg en passeer de lage plaatgen.

Het bewijs van de lastste stelling ven § 4 geat nu ale volgt, .

|
We mogen ons beperken tot monotoon toenemende functies f(x) op e RLh,
£(x) is discontinu in een punt % (as 4 b) betekent dus voor het ver-
schil 6%%) tussen de rechter- en de linkerlimiet im het punt %

€(§ = ln ye@ - umfra »o .
x-—-—w‘% 3 el

Bezie nu eerst de rij vex'zamelingen A : {%] 8% %510, (s > 1 } .

., {%] a$§sb, su('%}»l/z}
A {%‘aﬁ?&h w§>>1m}e

Deze rij is aftelbaar.of eindig, terwijl‘elke«discontinuiteit % ‘ih fen-
minste één Ai voorkomt., Elke Ai is op zichzelf eindig, daar een oneindige
som van getallen. » 1/n bij vaste:.n zeker het verschil f£(b)+f(a) over-
Behrijdt, Volgehs de. voorgaande stelling is de vereniging A UAA U...
zeker aftelbasr, * S S . Lot

De Vvolgende stelling garandeert het bestaan van niet aftelbare onein-

dige verzamelingen.
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Stelling 5.2, De verzameylin’g‘van alle reéle gféfa'lleh % met 04 X'<T is

niet aftelbaar. ' v
Bewijs: Elk getal x, O<x <1, laat zich op precies één manier als onein-
dig voortlopende decimaalbreuk schrijven (bijv. 0,5v= 0,499...,

1 =0,999...,etc.). Stel dat de verzameling van alle deze decimale ont-
wikkelingen aftelbaar Was, dan kunnen we een aftelling al,az,a

39<\co_
van de -getallen tussen O en 1 vinden.

a, = 0,8, .a_ .8

1 1171271300
8y = 0,8,,8,98p30 .-
a3 = Q,a,.a,,8 '

2731732733°°°

11222833 - -» ©n vorm een getal Ogb bzbsaao met

'bi,;é aii’ bi # 0. Dan is d een getaI' 0<dgl, terwijl de decimale ont-

Bezie het getal O,a

wikkeling van d niet afbreekt. De zofgeconstrueerdé.decimaélbreuk-echter

verschilt van elke an uit bovemstasnde rij daaradxvaorme&kepn;in.desnmdag

decimaal van an verschilt. Deze bewljsmethode heet de diaggnaal—methdde

van Cantor,

§ 6. Men zegt dat een verzameling A aequivalent ;s met een verzameling
B (notatie: A < B) wanneer het mogelijk is A éénéénduidig op B af te
- beelden, i.e. wanneer het mogelijk is aan iedere a¢ A een element be B
toe te voegen, éodanigfdat ieder element b&B het beeld is van precies

één element van A,
We verifiéren gemakkelijk dat de relatie «» (aequivalentiefelatie ge=
noemd) voldoet aan de volgende eigenschappen:
a. A A (symmetrische eigenschap)
b. Av?B =B ¢ A (reflexieve eigenschap)
c. (AenaBYA(B AC)—> A nC  (transitieve eigenschap)
1)

Voorbeelden : i, De verzameling der rationale getallen is aequivalent
met de verzameling der natuurlijke getallen N (§ 4).

2. De verzameling der natuurlijke getalleh is aequivalent
met de verzameling der even getallen, blijkens de tcevoeging: n aan 2n
(n59,1,2,;.,),

, 3. De puntverzamelingen op de intervallen [0,13 s [0,1) )
(p,l] , (0,1) zijn met elkaar aequivalent.

et s e G208 I o R T T D T R S N0 O0h ek oy 6 T

-1) zie (11), de bewijzen worden op het colloquium gegeven.
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_ 4. Elk interval is aequivalent met de gehele rechte, en elke
‘rechte weer met elke halfrechte, dus elke halfrechte weer met elk in-

terval en elk interval met elk ander interval.

" We zien ult de voorbeelden dat een vériameling M heel welyaequivalent
‘kan zljn met een echte deelverzameling M& M, Dit geldt blijkbaar niet
voor eindigé7verzamelingen: twee eindige verzamelingen zijn bii jkbasgr

dan en slechts dan aequivalent als zij evenveel elementen bevatten.

Lemna 1u Iedere deelverzameling M van een aftelbare verzameling Mis

hoogstens aftelbaar.

Bewijs: Zij M =u{alpa29339°¢n}‘ dan is er in de rij aj,8,,..0 €ER

eerste a die tot M behoort, een tweede a die tot M behoort etc.,

k

. k
en we kri%gen een-rij a

k. 3 e die precigs alle elementen van M be-"
vat Breekt deze rij af, 1dan2 is M eindig, in het andere geval is M

aftelbaar.

Lemma 2, Elke oneindige verzameling M heeft een aftelbare deelverzamea‘-
ling. '

Bewijs: Kies uit M een element mo; dan is Mi M\\{ 1} niet leeg.
Kies uit M1 een element m, , dan is M2 = M\ { 1}- niet leeg, etc,

{ l"’“} is nu een aftelbare verzameling,

Stelling: Een verzameling M is dan en slechts dan aequivalent met

een echte deelverzameling M G M, als M oneindig veel elementen bevat.

~ Bewijs: Als MEM en M © M dan kan M geen eindige verzameling zijn.
Omgekeerd, kies als M oneindig is een aftelbare deelverzamelihg |
N = { 19n2,°w}~ < M en een aftelbare deelverzameling N { k ,nk P.,.}C N,
Schrijf M = (M\ N) + N; dan is MC M en MusM dit laatste Op grond

van de toeordening n, asn n, (i=1,2,...).

i ‘
Opmerking: Dedekind koos n.a,v. de voorgaande stelling de volgende
definitie van oneindige verzameling: "Een verzameling heet oneindig

als zij aequivalent is met een echte deelverzameling'.’

g 7. Het nadeel van de hier gevolgde opzet van de verzamelingsleer is,
dat men niet precies weet wat we nu als verzameling toelaten en wat
niet, dat we niet eens en vooral op een duidelijke wijze hebben vast-
gelegd binnen welk wuniversum U van verzamelingen we nu werken,

In een axiomatische opzet van de theorie wordt precies aangegeven wat
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wel en wat'niet tot ons universum zal behoren. We onderstellen hier tot
nader aankondiging dat ons universum U van verzgmelingen in ieder geva1
bevat alle mathematische verzamelingen, vefzamelingen van functie etc.,
kortom de verzémelingen van alles wat in de wiskunde maar als "ding" of
"object" optreedt.

We toneﬁ aah,'dat de in‘§ 6 gegeven definitie vaﬁ aequivalentie van
‘verzamelingen en klasseindeling van ons univérsum U bewérkt,‘i.e. dat U
door de relatie ¢» in klassen wordt verdeeld die ﬁiets met elkaar gemeen.
.hebben.~We verenigen nl. alle verzamelingen uit U die aequivalent zijn
met een willekeurig uitgekozen V tot een klasse K(V),_alle verzamelingen
uit U die aequivalent zijn met een verzameling W ¢ K(V) tot een klasse
K(W) etc., Op die manier wordt U opgesplitst in klassen die geen elemeﬁt
gemeen hebben, Stel nl. dat K(V) en K(W) een verzameling A als element
gemeen hebben: A € K(V) en ACK(W), dan is Av»V en Wu‘iA, en volgens de

transitieve eigehschap'van v geldt V ¢? W, hetgeen uitgesloten is,

‘U

Voorbeelden van klassen:!: 1) De klasse van alle eindige verzamelingen

met n elementen. : ,
2) De klasse K(N) van alle aftelbaar oneindige

verzamelingen.
3) De klasse van alle verzamelingen die aequi-
valent zijn met het gesloten interval [0,13 ; dit interval wordt kort-

weg het continuum genoemd.

Opmerking: De klasseindeling van U met behulp van ¢ voldoet dus aan

de eigenschappen: '

a. geheel U wordt door ¢» opgesplitst in disjuncte klassen, d.w.z. elk
willekeurig element in U ligt in precies één klasse; |

b. een klasse K(V) kan gerepresenteerd worden door een willekeurig ele=~

ment uit K(V); dw.z. als V € K(V) dan is K(V) = K(V ).
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Definitie 1: Twee verzamelingen V en W heten gelijkmachtig als ze

in dezelfde aequivalentieklasse liggen: K(V) = K(W),

Definitie 2: De bij de verzameling V behorende aequivalentieklasse

K(V) heet het kardinaalgetal of de machtigheid van V.

De machtigheid van een willekeurige verzameling V'gaan we vaak aan
met ]V!° In het geval van een eindige verzameling A geven we }A)
aan met het natuurlijk getal dat het aantal der elementen van A aan~
duidt. De machtigheid iNl van N (voorbeeld 2) wordt aangeduid met
Jib (aleph nul) en van het continuum met ){ (aleph).

De vraag of de tot nu toe gevonden kardinaalgetallen

0,1,2,3,...; ){.og ﬁa

de enige kardinaalgetallen zijn moet negatief beantwoord worden.

Voorbeeld: De verzameling van alle op het gesloten interval [0,12
gedefinieerde reéle functies of reeds de deelverzameling F van alle
op [O,ll gedefinieerde reéle functies die slechts de waarden O en 1
aannemen. Daarbij wordt een functie f(x) op [0,13 beschouwd als te
zijn gedefinieerd als aan elke x (0 £x£1), een welbepaald getal y
is toegevoegd. (In symbolen: Vx Osx<1)dy Ey = f(x) A

((z=£ (DAY = £(x))—> 2=p)]).

We bewijzen dat de laatste verzameling F een machtigheid .)El heeft
die niet in bovenstaande rij voorkomt. Zij nu U # @ een willekeurige
deelverzameling van IO,l] met machtigheid n,qﬂro of _Azlo Stel

dat U ¢» F, onder de toevoeging u <3 fu(x) (ueU en fu(x)eF)n We
indiceren dus de functies uit F met de elementen van U, Nu constru-
eren we een functie g(x) op O£x£1 zodat, als ueU, g(u) # fu(u) is.
Dit is altijd mogelijk daar we altijd uit twee functiewaarden kunnen
kiezen nl. uit O en 1. Is nl. fu(u) = 0(1), dan kiezen we g(u) = 1(0),
g(u) is nu een functie die in F voorkomt., D.w.z., er bestaat een ueU
zodat g(x) = fu(x)u Maar dit betekent g(u) = fu(u), in tegenspraak met

de constructie van g(x).

g§ 8. Eindige kardinaalgetallen zijn altijd vergelijkbaar naar grootte.

Iss dit over te brengen op de oneindige kardinaalgetallen j[o,j@ en.ﬁgl?

Definitie: Een kardinaalgetal W% van een verzameling W heet kleiner
dan het kardinaalgetal ‘ v g (notatie: 8W{<f EVB } van een verzameling

V, als W aequivalent is met een deelverzameling van ¥V, maar.V nie?t
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aequivalent is met een deelverzameling van W. Het kardinaalgetal "Yo
heet aftelbaar, de kardinaalgetallen kleiner dan "go heten eindig,

die groter dan JYO overaftelbaar,

Stelling 1. Zijn ¥, H en 74!- kardinaalgetallen dan geldt:

a. GH<TL AN ~2 177 & .
b. hoogstens één der volgende relaties geldt: w7/ 7, 2042y en <M =34,
I.h.b. volgt uit 2w <% en 22 %2 altijd w=4 .

Bewi js:
a, Laat M,N en P representanten zijn van %7 ;47 en 71 . Dan bestaan
er deelverzamelingen Nlc N, P, ¢ Pmet M le en N¢2 P, ., Hierdoor

1 1

wordt Nl in PJ. afgebeeld; stel het beeld is Pz; dus le P2 en ook

M e Pz. Tonen we dus aan dat P niet aequivalent is met een deelver-

zameling van M dan zijn we klaar, Stel dat P ¢7? Mlc:. M; dan bestaat
er blijkens M &2 N1 een Nzc Nl met M, % N, en P ¢ Nz, i.t.t. de on-

1 2
gelijkheid <412,

b. Als 7% =<7 dan kan niet tegelijkertijd ook 772< %7 en #2<#% . Als
< % dan is M aequivalent met een deelverzameling van N, en dan kan
niet % =% of <+ gelden,

Gevolgen:

1. Elk willekeurig eindig kardinaalgetal is kleiner dan alle oneindige
kardinaalgetallen,

2. Voor elk oneindig kardinaalgetal #7 geldt: 7% 2 22"00

¢. Daar _Z‘Z’oﬁﬁz‘ en J[o £ geldt }[o< Ao
Het is niet bekend of er tussen ‘]Zo en ji nog kardinaalgetallen zijn

(Het continuumprobleem.)

g A < ﬁ%}{'r

Stelling 2. Laat M eén N twee verzamelingen zijn, zodat M aequivalent
i8 met een deelverzameling van N en omgekeerd N aequivalent met een

deelverzameling van M, dan is M & N,
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Collogquium Verzamelingenleer

Vierde bijeenkomst: 21 november 1962

Spreker: M.A. Maurice

Alvorens § 8, stelling 2 te bewijzen, zullen we ehige in het
voorgaande reeds voorkomende definities nog eens op iets andere
wijze formuleren,

Onder het geordend paar (x,y) verstaat.men de verzameling

q
{{xg 5 {x,y}} : ¥ heet de eerste coordinaat, y heet de tweede

coordinaat,

Het is duidelijk, dat (x,y) = (u,v)<=> (x=u en y=v).

Onder een functie verstaat men een verzameling f van geordende

paren, met de eigenschap

(XoY)ef A (X,Z)e £ m@ y =2,

In plaats van (x,y) € f schrijft men ook wel y = fx of y = £(x);

f(x) heet het beeld van x onder f, of ook: de functie-waarde in x.

Indien A een verzameling is, dan verstaat men onder het beeld van

A ondermia

f‘[A]:{byl Ix : xeA A(x,y)ef}

Dt ={x i Jy: (x,y) € f} heet het definitiegebied van f;
Rr =:{y ! Ix: (x,y) ¢ f% heet het waarde-gebied van f,

De functie f heet 1l-l-duidig, indien
Vx,y: (£(x) = £(y) => x = y).
Indien f een 1=-l~duidige functie is, is de verzameling

£ = {ey | e f}

weer een (l-l-duidige) functie; fal heet dan de inverse van f.

De definitie van aequivalentie van twee verzamelingen kan nu
als volgt worden gegeven:
De verzameling B heet aequivalent met de verzameling A

(notatie: A v» B), indien er een l-~l-duidige functie f bestaat,
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. waarvoor Df = A en RAf = B,

'Het is duidelijk, dat dan ook A aequivalent is met B (B A), want
DeL =B, Ret = a, £ is 1-1-duidig.
Men kan dus nu ook zeggen: '"A en B zijn aequivalent”.
Zie verder § 6.

3. We geven nu het bewijs van § 8, stelling 2.
a. Het is duidelijk, dat we zonder beperking der algemeenheid kunnen
veronderstellen, dat M A N = ¢ .
b. Op grond van het gegeven bestaan l-l-duidige functies f en g, met
%f:M,@.chen%g=N,Rch.
Zij nu voor x € M

-1 -1 -1 -1 -1 -1
V(x) ={‘g *x, £ g "x, g flg x,,.”}

en voor x & N

W(x) = {f-lx, g—lf-lx, f_lg—1f~1x,.... } ;

dan zijn V(x) en W(k) eindig of aftelbaar oneindig.
Definieer

=-{x I]V(x)] is oneven

= xl |V(x)l is even

={XHV(X)‘ = }{o} ;

dan zijn M , M en M onderling disjunct, en M vM vM_ = M;
o’ e 00 o e oo

M
0

M
e

M
(o]

definieer op analoge wijze N , N en N .
o’ e 00
c. Gemakkelijk volgt nu
-1
e ]=n, f[%m]..mm , g [%J-Ny

Indien nu de functie h wordt gedefinieerd door

(i) Dn=wum

2 & V =3

(ii) {xeMe M, == h(x) = £(x)

xeM = h(x) = g—l(x),

dan is h een l-i~duidige afbeelding van M op N,

e

Gevolg: Indien de verzameling V aequivalent is met een deelverza-
meling van de verzameling W, dan is lV' £ ‘Wl (vgl. de definitie
in § 8).
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Opmerking: Als T en 92 kardinaalgetallen zijn, is ten hoogste één

" der drie beweringen: m< T R 797 = 97, 7277 > 77 juist; in een
later stadium zal, m.b.v. het nog te behandelen keuze-axioma, worden
aangetoond, dat ook altijd aan ten minste één der drie genoemde be-
weringen is voldaan, m.a.w. dat twee kardinaalgetallen steeds verge-
1i jkbaar zijn.

§ 10. Als A een verzameling is, dan verstaat men onder de'machtsverzarelﬂng

van A:
':P(A) ={B|B¢A}.
Stelling: Voor elke verzameling A is I?B(A)‘ > IA l,
Bewijs: ‘
8., A is aequivalent met een deelverzameling van 13(V), nl, met

{ia}l aeA}.

. Hieruit volgt, dat |A|s ‘]P(A) | .

b. Indien nu lA l = l'p (A) \ , oftewel A v :P(A), dan bestaat er een
1-1-duidige functie £, zodanig, dat Qf = A en BBt = ':P(A),
Zij nu
Al = {a ‘aef(a)} en A2 ={a‘a¢f(a)} ,
dan is
A=A VA, , AlnA2=¢.

Daar A2 ¢ A, bestaat een a06 A, zodanig, dat

Az = f(ao).

(i) a €& A, betekent: a €f(a ), a e A
o o o o

2;
betekent: ao¢ f(aO), aO? Az;

1

(ii) ao € A2

dit is een contradictie,

Derhalve is \A‘ < ‘ :P(A) i.

Gevolg: Bij elk gegeven kardinaalgetal is een groter kardinaalgetal
ok d dodd -3

te vinden; er bestaat dus geen grootste kardinaalgetal.
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g 11. Indien zowel ﬁ% als‘Af een familie is van onderling disjuncte )
verzamelingen, terwijl bovendien ,42 oq.Arun zodat_een 1-l-duidige
.functie £ bestaat met D2 =M enRe =# ~ en indien tenslotte,
voor alle M evlz , geldt, dat M «»» £(M), dan zijn ook

k“} M en (“) N -
M€ ', NeA : )

aequivalent,
Men gaat dit gemakkelijk na.

Dan heeft echter zin de volgende

Definitie: Indien. {mn} neN een verzameling kardinéélgetallen

is, dan verstaat men onder de som

2

n € N no

van deze kardinaalgetallen, het kardinaalgetal van de vérzameling

L} M, indien {‘M } een familie van onderling diéjuncte
neN @° nyneN
verzamelingen is, zodanig dat , Mn ‘ = mn voor alle n&N,

Opmerkingen: 1, Is N een eindige verzameling, bijv. N =={1,2,,°m,n} .

dan schrijven we ook

:E: 7L, = 9?7; + 27?é *oees + T,

né&N )

2. Als 97Z en 77 eindige kardinaalgetallén zijn,

dan komt de optelling neer op de optelling van natuurlijke getallen.

Het is duidelijk, dat bij de optelling van kardinaalgetallen aan
de commutatieve wet ( 2?24—72:: 22 + 277) en aan de agsociatieve wet

7+ 70> +$ = 970 + (%4-?)) is voldaan,

Stelling: Indien n een eindig kardinaalgetal, ¢¢ het aftelbare
kardinaalgetal, ﬁ: het continue kardinaalgetal en ??Z»een wille=-

keurig oneindig kardinsalgetal voorstelt, dan geldt

g, N+ U =@+ n=d
§ b, O+ 0L =01
. L+L=C
d. MM+n = 1o = T
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Bewijs: a en”_p_. volgen onmiddellijk uit stelling 5.1;
¢. volgt uit de aequivalentie van {xl 0% x-<1}» en b4 ‘ 0£x <2} .
o,
‘lA‘: ¢t (resp. n), en A' is een deelverzameling van M met

*A'l = 0t (resp. n), dan is

d. als M en A disjuncte. verzamelingen zijn, met IM

MUA= (M-A') U (A'U A) »» (M-A') V A’ =N,

dus MU+ = 97 (resp.m+ n =470).

g 12. 1. Als z een functie is, dan is x geheel bepaald door

(1) Dx=1

(ii) de functiewaarde xi (=x(i)) voor dlle i €1,

We zullen een functie x dan ook dikwijls schrijven als
} S g X = (xi)iﬁl -
2, Indien {Xi} i€ een familie vah verzamelingen is, dan verstaat men

onder het (cartesisch) product van de verzamelingen Xi (ie 1) de

verzameling van alle functies x, gedefinieerd op I, en zodanig dat

xie Xi voor alle 1€1; m.a.w.:

i!glx Xi ={x‘x = (Xi)ieIp xie Xi voor alle iel} :

%, heet de ide coordinaat van x,

1 de
Xi heet de i

coordinatenverzameling.

" Indien J € I, dan heet de afbeelding

-(xi)i e fm-e-% (xibi s

van El X, o X, de projectie . .
iel 1 P jeg 1 L J

Indien X en I twee verzamelingen zijn, dan wordt XI gedefinieerd
door .,.,T..r.
XI = X

XI is dus de verzameling van alle functies op I, waarvan de

, met xi:x .voor alle i€1;

waarden in I liggen.
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-Opmerking: Het product van twee verzamelingen (en daarna ook van

eindig vele) kan men ook aldus geven

X1 b4 Xz = {(xl,xg?‘ xle X1 en xze Xz}-,

Dan zijn de drie verzamelingen
” X, , X sX_,, X %X
1=1,2 i ; 2 2 i
formeel natuurlijk verschillend, maar het is duidelijk dat er een

"kanonieke' l-l-afbeelding van elk der drie op elk der beide overige

bestaat,

i -

3,,Indien.ﬂf en./ﬁr° twee aequivalente families van verzamelingen zijn
- zodat een l-l-duidige functie f bestaat met Df =M enRt = A -
en indien voor alle Meﬂ geldt, dat £(M) v»» M, dan is ook

TTw o  TT
MeAl

Ne A

Dan heeft de volgende definitie betekenis:

Definitie: Indien {'771n} e cen verzameling kardinaalgetallen
e e n

is, dan verstaat men onder het product

TTom,

neN

van deze kardinaslgetallen, het kardinaalgetal van de verzameling

li M , indien {,M } een familie van verzamelingen is, zodanig,
n njaneN

neN

dat ani =~??Zn voor alle n € N,

Opmerking: 1. Is N een eindige verzameling, bijv. N = i192,°°09n}»,

dan schrijven we oqﬁ
mn =ml mzous mx

neN

2, Als 777 en 7 eindige kardinasalgetallen zijn, dan
komt de vermenigvuldiging neer op de vermenigvuldiging van natuur-

11 jke getallen.

Het is duidelijk, dat bij de vermenigvuldiging van kardinaalgetal-
len aan de commutatieve wet (??7,72¥ ?Z.??Z) en aan de associatieve -
wet ((977 ?2)17 = 9L T :P)) is voldaan,
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Colloquium Verzamelingenleer

Vijfde bijeenkomst: 12 december 1962

Spreker: M.A. Maurice

Stelling: Indienm v/A en}? kardinaalgetallen zijn, dan is

WGy = WTL + TP
(Y= . + 7.
(distributieve wetten) ‘

Bewijs: Op grond van de commutativiteit is het voldoende één van beide

beweringen te bewijzen.
Laat nu N en P disjuncte verzamelingen zijn, met ‘N‘ =7 en lPI =$ ’
gn zij M een verzameling met ‘Ml =m. '
Het is dui_delijk., dat dan ook de verzamelingen M xN en M xP disjunct

- zijn, en dat bovendien

Mx (NuP) = (MxN)u (MxP) ;
maar dit betekent, dat
W+ =W+

. , neN
een familie van gelijke kardinaalgetallen? ’mn=971 voor alle neN.

Dan geldt: Z N, = 77t . 77
: neéN
Bewi js:

Leat {Mn} ‘een disjuncte familie van verzamelingen Mn zijn, zodanig,
neé

N
dat !Mnﬁ-:m voor alle neN,
enzij M= U m .

: _ neN
Laat ook M een verzameling met kardinaalgetalm zijn.

1. VYneN: 3 1-1-duidige functie £ _: e =m ,0 s =M .
n n n n

2., Voor alle x&M bestaat precies één néN, zodanig, dat xe Mn;

&

zeg n=n(x).
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Definieer nu voor alle x&M:

£(x) = (fn(x)(x), n(x)) ;

dan is f een 1-l-duidige functie met @ £=M en & £=MxN.

Derhalve is inderdaad

LM =N

néN

Stelling: Indien n een eindig kardinaalgetal, 0t het aftelbare kardinaalge-

tal, encf het continue kardinaalgetal is, dan geldt:

a.
b.
C.
d.

€.,

Bewl js:
a.
b.

C.

ot.n = 04
oL, 00 = Ot
d.n =
J,%:J
LoL =L .

stelling §,1 + stelling § 13
stelling 6,1 + stelling § 13
fon =L 4l+,, . +L (n maal) (volgens st. § 13)
=od (volgens stelling § 11)
De verzamelingen Ci=-{x li £ x< i+1} (1-<1,2,3,...) zijn alle
aequivalent, met kardinaalgetal Jf;
bovendien zijn ze disjunct en hun vereniging heeft ook het
kardinaalgetal a[ H
op grond van stelling § 13 volgt dan weer oL omf =of .
het bewijs van de bewering L. L = wordt gegeven in de

volgende

Hulpstelling: De verzameling van punten in het half-open vierkant

ve{Gy] 0cxs1 en 0<y‘§1}

is aequivalent met de verzameling punten in het half«open interval

&

1={z!o«az§1} .
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Bewi j8!

1.

rals (x,y) € V, en x= 0,%

a. Alle getallen p met 0<p % 1 kunnen gerepresenteerd worden door een

oneindig voortlopende duale breuk:
P=0,p, Py Py «eo (pimo of 1 voor elke i=1,2,3,...),
waarin ten minste één piml;

en omgekeerd stelt zo'n duale ontwikkeling een getal voor uit het
half-open interval (0,13 .

. SBommige getallen uit (0,12 kunnen echter op meer dan é4n manier als

oheindige duale breuk worden gerepresenteerd; bijwi
0,0100111000000... = 0,0100110111111..,

Indien we echter afspreken om die duale breuken, waarin vanaf zekere
"duaal" slechts nullen voorkomen, buiten beschouwing te laten, kun-
ken we alle getallen uit (0,1% op één en slechts één wijze represen-

teren als een duale breuk,

Onder cen "aggregaat" in de duale ontwikkeling van een getal
p & (0,1> verstaan we een groepje opéénvolgende ''dualen",

1) dat voorafgegaan wordt door een duaal 1 (of,)

2) waarvan alle dualen =0 zijn, op de laatste na, die =1 ia;'
we kunnen elke duale breuk uit (0,1® ook schrijven als een onein-

dige ontwikkeling in opeenvolgende aggregaten‘gi:

p=09 p]. pz p3 v o0

0,0100110100111011001 ...

o
it

wordt:
0,(01)(001)(1)(01)(001) (1) (1) (01) (L3001} ..,

i

p

Definieer nu de volgende afbeelding £ van V in I:

1 %g %3 e
y= 0,5, ¥, Vg evr
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dan zij
f(x,y) = 0, X, Yy Xg Yy Xg Vg eeo
a. het is duidelijk, dat f inderdaad een afbeelding is van V in I

b, £ is echter zelfs een afbeelding Op I;

als immers ze¢l, en

2 =0,2, Z, 2, Z, seu

172734
dan zijn X = 0,21 z3 Zg  ees
en y 30922 Z4 26 oo

duale breuken van het toegelaten type, en bovendien is f(x,y)=z

¢, T is tenslotte ook l-l-duidig; immers

f(x,y) = £(u,v)

i

O,xl Yy ¥y ¥y oee = O,u1 vy u2 Vg wos mgr

'iii ='ﬁi . 371 =“§;‘i (1=1,2,3,...)

== (x,y) = (u,v) .

§ 15. Indien ?22’ en 77 kardinaalgetallen zijn, dan definieert men

n
m =T m

neN

waarin mn=m voor allennéN en [N| =71,
Het is duidelijk, dat ?7? het kardinaalgetal is van elke verzameling MN,
indien |M| =27 en |N|=01 . |

Stelling: Indien m,% enfp kardinaalgetéllen zijn, dan geldt:
e LA
a P ;?i?r
b. (m»%) - m s n
gl wi.
c. (? ) = P

Het bewijs van deze stelling is een onmiddellijk gevolg van de volgende

&

o
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Hulpstelling: Als M, N en P verzamelingen zijn, dan geldt

‘a.MnN=¢ => ’ PMUNW My N
b, mxMT o M x NT
c. &HY o~ pi ¥ N
Bewil js:
' MUN
a, (1) Als xepP , dan is x een functie, met R x = MUN
ﬂ xcP
Definieer nu de functie x, met ”Z)x1=M door
xl(m) = x{m) voor alle me&M
en de functie %, met % X, = N door
xz(n); = x(n) voor alle néN

(i1) De functie P, die gedefinieerd wordt door

%(P _ PMUN
‘ MUN
en Q(x) = (xl,xz) voor alle x€P is dan een 1-1-
duidige afbeelding van PMUN op PM-x PN o

b, (i) Als xe (M xN)P, den is x een functie met D x =P

| R xem x N
Definieer nu de functie %y met 9 xlzP door
x, (p)=m, als x(p)=(m,n) (pe P)
en de functie %, met 9B xZ=P door |
xz(p)=n, als. x(p)=(m,n) (pep)

(1i) De functie ¢ , die gedefinieerd wordt door
Ve = mxmF

Px)= (xl,xz) voor alle x' & (MxN) P

is dan een l-1l-duidige afbeelding van (M xN)P op Mpx NP,,
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c. (i) Als x’e(PM)N, dan is x een functie met {‘50 x =N

BECES )

ﬁngM
Voor alle n€N is dus x(n) een functie met D xzx(n) =M
Axx)ep

De functie X, die gedefinieerd wordt door
DX = My N

F(m,n) = x(n)(m)

is dan een element van PMKN

@

Definieer nu de functie ¢ door

- M
(P(x) =X voor alle x & (P )N ;

M M XN
dan is ¢ een l-1-duidige afbeelding van (P )N op.P N

8

immers:

MXN

o, @ is een ‘afbeelding op P H

als yePMXN, dan is y een functie met y = MXN
@y <P ;
definieer nu een functie x, met % x=N, 26, dat voor elke

ne€N x(n) een functie is met {@x(n):M

x(n) (m)=y(m,n) voor alle

meM,
Dan is y= @(x).

f. @is 1-1-duidig:

x' en x"e (D", x' #x"
=2 3neN: x'(n) £ x"(n)
=2 JmeM : x'(m)(m) # x"(n)m)
Dus: @(x') # Q")
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Collogquium Verzamelingenleer

Zesde bi jeenkomst: 16 januari 1963

Spreekster: Mevr. A.B. Paalman - de Miranda

16. Stelling: Voor elke verzameling V geldt:
stel ing

|| _ sVl

Bewi js:

8. Definieer voor elke deelverzameling A van V de karakteristieke

b.

to

functie %h door:

@A(x)
(PA(X)

Indien q> de verzameling van alle karakteristieke functies

1 voor x€A

0] voor xeV\NA,

op V is,

$ = { qJA\A e:g(v)} s eees(1)
dan is blijkbaar ock

b ={o,1}v veee(2)

Uit (1} volgt, dat
@m?@(v)

(de toevoeging: A w@-@Alis 1-1~duidig en Op)} en uit (2) volgt

a 31
RIVIE

f
]
o

Dus ook

i
N
<3

Gevolg: Voor elk kardinaalgetal 41 geldt

271>-21

(vgl. stelling § 10),
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Opmerking: Indien V eindig is, |V|= n, dan heeft V dus 2" deel-

verzamelingen.
Dit kan men natuurlijk in dit geval ook langs andere weg bewijzen

(bijv. door volledige inductie).

§ 17. Stelling: Indien n een eindig kardinaalgetal, oL het aftelbare

&

kardinaalgetal, en 17 het continue kardinaalgetal is, dan geldt:

a. nOt = L (indien n #£ 1)
b, o =
c. a”= L
d L% = &
e. £%=(

Bewi js:

a. (1) Zijn = 2,

Indien N de verzameling der natuurlijke getallen is, dan is 2
het kardinaalgetal van de verzameling {0,1} N;

{0,1}'N is de verzameling van alle rijtjes (plppz,pa,oaa)

(pi = 0 of 1) en deze verzameling is aequivalent met de verzame~

ling V van alle duale breuken nglpzpsc,o (p, = O of 1) tussen O

i
en 1 (indien men twee verschillende duale breuken, die hetzelfde

reéle getal voorstellen nu inderdaad als verschillend beschouwt)o

Indien twee verschillende duale breuken echter eenzelfde reéel
getal voorstellen, is dit getal zeker rationsal; hieruit volgt

gemakkeli jk, dat dus
Vwverv U,
o
waarin € het continuum, en Vo een verzameling van rationale ge-

tallen is,

Derhalve is

i

vl=1v,) + £,

L (want !Vo ig oLy,

1t

o
Dus: 2 = C o
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(ii) Voor willekeurige n> 1 bepale men een natuurlijk getal k,
zodanig dat

25n< Zk;

hieruit leidt men af, dat

dus
nm'= 2“: L
(overigens kan men 'ook dezel’f.'deA redenering geven als voor
n = 2, door nu i.,h.a. n-ale breuken te beschouwen).
b. stelling § 14, b,
d. stelling § 14, e.

io

. + €. We bewijzen eerst e:

L% - (2“)“: g%

Opmerking: Wat de andere combinaties betreft, merken we alleen

op dat
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Colloquium Verzamelingenleer

Zevende bijeenkomst: 6 februari 1963
Spreekster: Mevr. A.B. Paalman - de Miranda

- § 18, 'gefinitie: Onder een lineaire ordening van een verzameling A ver-
staat men een -deelverzameling < van A XA (in plaats van (x,y) € <

schrijft men x< y) met de volgende eigénschappen

1% vx,y,z ! X<YAYLZ —>X<Z
2° Yx,y (x #y) : X<yvy<x

3°  vx :or (x<x)

4° Vx,y . ! Xy b ~7(y <X)

~Een (lineair) geordende Verzameling is een verzameling waarin een lineaire
ordening is gedefinieerd.

Indien A een geordende verzameling is, dan heet a het eerste element
(resp. het laatste element) van A indien V¥x (xeA x # a);: ac<cx [respo

Wx (x€A x # a): x<a] .

»

Voorbeeld: 1. De verzameling der natuurlijke getallen {1,293“ } geordend
vdlgens opklimmende grootte der elementen is een geordende verzameling.
2. Di_a verzameling der natuurlijke getallen { - ,3,291} geordend volgens

afdalende grootfte der elementen. Hier is dus a<b als a groter is dan b,

Definitie: Zij £ een functie die een verzameling X afbeeldt in een ver-
zameling Y. '
f heet monotoon t.o.v. een ordening < van X en een ordening < van Y

indien f(a) < £(b) voor alle a en b uit X die voldoen aan a<b,

Opmerking. We zullen de ordeningsrelatie in alle verzamelingen met het-

zelfde teken < aangeven.

Definitie: Een geordende verzameling M heet gelijkvormig met een geordende
verzameling N, indien er een monotone functie f bestaat met @B = M
Bt = N. Notatie: M™N,

Opmerking: M 24N impliceert M ~ N, daar een monotone functie steeds

1~1 duidig is. Immers als a # b, dan a<b V b<a = .
f(a) < £(b) Vv £(b)< £(a) = £(a) # £(b).

Het is duidelijk dat de relatie 24 aan de reflexieve, de symmetrische en

‘de transitieve eigenschap voldoet en dus een klasse indeling van de geor-
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dende verzamelingen bewerkt,
Definitie: De bij de geordende verzameling V behorende klasse van onder-

ling gelijkvormige verzamelingen heet het orde-~type van V.

Voorbeeld 1: Alle eindige geordende verzamelingen met hetzelfde kardinaal-
~getal n zijn gelijkvormig en hebben dus hetzelfde orde~type. Men kan in
dit geval het orde-type dus met het kardinaalgetal n aangeven.

2. Het orde-type van de natuurlijke getallen 4{1,2,3,65} ;geordend volgens
opklimmende grootte, wordt aangegeven met W .

4
& 1is het orde-type van {.,.,,4,3,2,1}°

- Is M een geordende verzameling met orde-type S en ordeningsrelatie <,
%
dan wordt met A4 aangegeven het orde-type van de verzameling M met or-

¥*
deningsrelatie <, waarbilj

L. 4
X< Y €3 YLX,

3. Het orde-type van de rationale getallen geordend volgens opklimmende
grootte wordt aangegeven met 42 .
A is het orde~type van de re&le getallen geordend volgens opklimmende

grootte.

Stelling 1, Laat N een verzameling zijn en M eén. .georllende verzameling

met M~ N, Dan kan N zo geordend worden dat M2 N,

Bewijs. Daat M ~ N bestaat er een 1-1 duidige functie f met Df =M en
Af = N, Definieer nu voor n, en n, uit N n1-< n, als f“1 (n1)< f_l (nz),
< is dan een lineaire ordening, z6 dat f een monotone functie is van

de geordende verzameling M op de geordende verzameling N,

Stelling 2. Voor twee gelijkvormige geordende verzamelingen geldt: Zij
bezitten beide een eerste (resp. laatste) element of zij bezitten beide

geen eerste (resp. laatste) element.

Bewijs: evident,
Opmerking: Als M een geordende verzameling is, dan is ook iedere deel~-

#*
verzameling M wvan M geordend door x<y in M* als x<y in M,

Uit st.2 volgt dat de verzamelingen {192,3,@.,} en {,..4g392,1} niet
gelijkvormig zijn.



-20~

Daar uit M2 N volgt M~ N, hoort bij ieder orde-type Mo een kardinaal-

-

getal, dat wij met I,@bi zullen aangeven.
Uit p =¥ volgt dus !/u-ﬂ = ‘V‘ . o --
Verder is # 7 , maar [w[ = M[ = oL,

8§ 19, Indien M en N 2 disjuncte geordende verzamelingen zijn, dan is met
de geordende verzameling V = M W N altijd bedoeld de verzameling M voor~
zien van een ordening die gegeven is door

eMenm¢<m, in M

o
1 m <m alsm,m2 1 5

1 2 1

o .
2 n1< nz als nl,nza N en n1< n, in N

.':30 m<n voor alle meM‘ en ne N,

- o 2 i N, = M =
Stelling 1. Als MM, en N2 N, dan is als M n N, 8 en Myn N, g,

~ .
Mlu Nl MZUN2°

Bewijs: Zij f een monotone functie van M, op M, en g een monotone functie

1 2

van N, op N

1 2 f(x) xca'M1
Dan is de functie ¢ gedefinieerd door e = .

g(x) X@Nl

een monotone functie van Ml L Nl op M2 LV NZ’

DulelJNlm-MzUNza '

Uit st.1 volgt dat de volgende definitie zin heeft.
Definitie: Onder de som ®& + f3 van 2 orde-typen & en 3 verstaat men

het orde~type van M = M, U MZ’ waarbij M, en Mz disjuncte geordende ver-

1 1
zamelingen zijn met orde-type resp. & en {5 »

Uit de definitie volgt dat |o +p| = Ju|+|p] . )

Stelling 2. Zijn &, £ en J/ willekeurige orde-typen dan geldt de

associatieve wet ~

(e+3) +}/= “+ (B+f).

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit het feit dat als A, B en C 3 ondexr-
ling disjuncte geordende verzamelingen zijn, (AUBYUC 2 AV (B UC).
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Voorbeeld., Zij M de geordende verzameling {2,3,4.,..} en N de verzameling {li
M heeft dan : rde-type & en N orde-type 1.

w+i is dus het orde=type van de verzameling M U N =£z,3,4°.,,1§ .

1+@ is het orde~type van de verzameling{ll,z,figtlna} dus = W .,

Dus 1+W # W+1 daar M U N een laatste element heeft en N U M niet,

De optelling is dus niet commutatief.

Stelling 3. a) n + W =W voor elk eindig orde~type n,
b) w, wW+l,W+2,,.., zijn alle verschillende orde~typen
c) w4 n = w¥ | |
d) w®, 1+ w*, 2+ w¥®,,, zijn alle verschillende orde~typen.

Bewijs. a) n is het orde-type van {_1,2,..,.,11}
@ is het orde~-type van {n+1,n+2,,..}

Dus n+ & 1is het orde-type van {1,2,.,0} = N+ =0,

b) Stel O£ m<n en wW+m = W+n,
Dan moet in ¢ +m een element voorkomen, waar precies n-l elementen achter
staan. Tegenspraak,

¢c) en d) Geheel analoog aan a) en b).

Definitie: Indienﬁ(: {Mi} een geordende familie van verzamelingen is
r—— iel

geordend) die twee aan twee disjunct zijn,
Mi altijd bedoeld de ver-

(d.w.z. I geordend en elke Mi

dan wordt met de geordende verzameling M = igl
zameling M veorzien van een ordening die gegeven is door

10) m L en m12@ Mi dan m 1

2 1 2
i 1 als m, Zm in M, (alle 1)

«nm i 1

i

2% m &M, m &M eni<j (in 1) dan m < m

i3 3 3

Definitie: Indien -{&V}’ 'N een familie van orde-typen is, met N een georden~
Trmm— ye

de verzameling, dan verstaat men onder de som van de familie orde-typen

Pt

& E indien

Z my ,het orde-type van de geordende verzameling M =
V&N
{MV.%%/&N een familie van onderling disjuncte geordende verzamelingen is,

zodanig dat het orde-~type van Mv =0&V voor alle Ve N,

Evenals in stelling 1 kan men makkelijk nagaan dat deze definitie onafhan~-

kelijk is van de keuze van de verzamelingen My o

&
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_§ 201,,‘ Indien ./{f = {Mi}ls i¢n een eindige familie van grelordende verzame=-
lingen is, dan wordt met de geordende verzameling M = TT Mi altijd be-
doeld de verzameling M voorzien van een ordening die gég:‘éven is door

#* L4 < - R
e e e < ® 08 . M,, i i
(ml,mzp ,mn) (ml,mz, mn) m, ,m; & M, ndien voldaan is aan

o «
< .
1 ml ml in Ml of aan
2°m =m* 1<igk-1 m <m” in “'voor zekere k.
T T k"~ "k My _ Ko

Men gaat gemakkelijk na dat als A = { twee

Mi}ls ign /= {iN

- eindige families van geordende verzamelingen zijn met

1}15 i€n

MigNi voor i = 1,2,...,n, dan geldt

n n
TTMJ‘.‘%EN:‘L"

i=1
Hieruit vclgt dat de volgende definitie zin heeft,

Definitie: Onder het product ﬁbn,#n_la,unmzc.n/zl van eixﬁdlg veel orde-
typen verstaat men het orde~type van de verzameling M = TTMi,’ indien 'Mi
i=1

een geordende verzameling is met orde-type ,u,i voor alle i = 1,2,...0,
Uit de definitie volgt dat |ot.p| = J«|.|p] .

Stelling 1., Zijn &, g?: en}’ willekeurige orde-typen dan geldt
dop.f=a(f)) = up)).

Bewi js:

Zijn A,B en C drie verzamelingen met orde-type resp. #«, !3 en / o

Dan is CABAA=2(C xB) A 2 Cx(BRA).
Hieruit volgt &f)= &(B)) = («p)f ..
Stelling 2. Zij N een geordende verzameling met orde~type 4 en

[ sy : s e B = 6 &
i“n} neN een familie van gelijke orde-typen otn voor alle néN,

& =
Dan geldt e n oo M,
Bewi js:
Zij M een geordende verzameling met orde~type & . )
3 s - a .. < A Py
Zij voorts M_ {(npm)} meu 0 (I_%,lml) L(n;,mz) als m < m, in M,
Dan is imn%n eN een familie van onderling disjuncte geordende ver-

zamelingen met orde-type Mn =®= c&n
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= {(n,m)} neN waarbij
me M

M
negN n

"(ni'ml) < (nzymz) als.n1< n, in N
(nl,ml) £ (nz,mz) als n, =n, m<n, in M,

~ Hieruit volg_t dat ngN)Mn = N,M => neN a&n»# y./b.

Stelling 3., a) n., W=
b) w1 =, @.,2, @w.3,.. zijn alle verschillende orde-
typen, ' '
Bewi js:
a) 2.4 = 2+242+... is het orde~type van bijvoorbeeld de verzgmeling
{al’bl’az’bz“?‘} . Dus 2. w=q. Eirenzo.‘n..wmw o

b) ®.2 =W+ is het orde~type van de verzameling
{192935o¢u "19“2;‘"3«»»(:}’ 6 Dus wcz %wa

Evenzo G.n # & .m.

Gevolg: Voor n # 1 is n.w # @ .n,

De commutatieve wet geldt dus niet,

Stelling 4: Zijn o, R enj’ willekeurige orde-typen dan geldt
u(p+2/} =0 3 +'mJ/ .
Bewi js: .
Laat A,B en C geordende verzamelingen zijn met orde-type resp. o ,gﬁa
en}/,enzijBnC-—rm '
w(p +é’> is het orde-type van (BUC) R A = {(x,a)} % 6BuC
agh
met (xlgal) £ (xz,azb als xlam xzﬁc

of als XI,XZ@B en x, ¢x, in B

1 2
of als xlpxzéc en xleﬁxz.in C
of als xl = Xy en al< E in A.

Men gaat nu gemakkelijk na dat BA U CA =~ {,(xoa)}’ ¥xeBUC

op dezelfde wijze geordend is. 2éh

" Voorbeeld:
(WA1).2 = (W+1) + (wHl) =W+ (L+wW) + 1 = W+ W+l = &.2 + 1.
W.2 +1.2= 6.2 +2, o |
Men gaa&: gemakkelijk na dat @ .2+1 # @ ,2+2, De 2% distributieve
wet geldt dus niet altijd. '
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Colloquium Verzamelingenleer
Achtste bijeenkomst: 20 februari 1963

Spreker: de heer N. Koster

§ 19. Vraagstukken

1.

Laat Ni de verzameling van de i-vouden in de verzameling N der natuur-

1ijke getallen voorstellen,

&,

b,

C.

Voor welke i, j,;k geldt dan Ni Nj = Nk?
V) p Np = (p doorlope alle priemgetallen)
N =
r‘P p

Gegeven de toevoeging f : N-== N, gedefinieerd door fi =1, fnp =p
als npe‘Np en voor alle priemgetallen p.

Is f een functie van N in N (d.w.z. met ¥f = N, £ = N)?

Geef een aftelbare deelverzameling X € N aan waarvoor geldt dat de
beperking fx van de toevoeging £ tot die deelverzameling X een
functie naar N is; dus zo, dat fx ¢ {-»N een functie is,

Geldt voor elke X met deze eigenschappen dat fx één-éénduldig is?

Schrijf N als de vereniging van aftelbaar veel disjuncte deelverza-

melingen elk met aftelbaar veel elementen,

Het begrip functie (p.12) is een bijzonder geval van het begrip rela-
tie, Ldat A en B twee gegeven verzamelingen zijn. Een deelverzameling
R van A X B heet een relatie tussen de elementen van A en de elementen
van B. Is het geordend pasar (a,b) element van R dan schrijven we ook
wel akb (a staat in de relatie R tot b).

Aan welke voorwaarden moet een relatie R voldoen wil het een functie
zijn van A «@wﬁ?

is A = B dan kunnen we het begrip equivalentierelatie (p.7) terug~
krijgen door te definiéren: ReA X Ais een equivalentierelatie op
AXA (of op A) als

(i) (a,a)€ R voor alle a€ A (reflexieve eigenschap)

(ii) (a,b) ER-+(b,a)& R (symmetrische eigenschap)

£iii} (a,b) e RA(b,c)€ R=+{a,c) &R (transitieve eigenschap).

&
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Opgave; Zoek alle equivalentierelaties op A XA als A = 1,2,3.

Welke van deze zijn ook functies van A naar A?

4, G»eg‘éven de verzameling A =§ +1, 42, +3, +4, 45, ::6} . We beschouwen
een viertal relaties op A gedefinieerd door: R is de verzameling van alle
paren (a,b) uit A XA die voldoen aan:

(1) a~b <0

(ii) aghb

(344} a+th €0

av)y  lal-|n}=o0.

Onderzoek deze relatles achtereenvolgens op reflexiviteit, symmetrie,

transitiviteit en equivalentie.

5, Gegeven Z = {nwnpmasmzaml»oglgz,s,ooa} met de relatie aRb gedefini-
‘eerd door: aRbgd a~b = 6-voud.,

Is R reflexief, symmetrisch, transitief? Is R een equivalentierelstie?

6. Laat f een functie zijn van een verzameling X naar een verzameling
¥: £ : XY, We noemen f een epimorfisme als geldt dat elk element y ¥
het beeld onder f is van tenminste &én element in X. f heet dan ook wel

een funciie van X op Y, We noemen f een monomorfisme als f één-éénduidig

is, Llwat nu g ! Y-»=X% een tweede functie zijn. Bewi js
(1) =als gf = 1 {(d.w.z. als voor alle xe¢X geldt gfx = %), dan is £ een
monomorfisme en g een epimorfisme,

(ii) Dan en slechts dan is f een monomorfisme als voor alle A,BCX geldt
tfane] = t{ajn £[B] .

{1311} Dan en slechis dan 18 f een monomorfisme als voor alle ACX geldt
efxvaovne[a].

{1v) Dan en slechis dan is f een epimorfisme ale voor alle ACK geldt
vnifalesfxnal .

7, Bewijs: (U A x( U.B) = U, j(AiX‘Bj) voor elk tweetal families

: J°3 1y
verzanelingen {Al% ; en { Bj %‘ e
L .

8, Bewiis dat de machisverzameling van een eindige verzameling X met

kardinasligetal k, het kardinaslgetal Zk heeft.

&



9.

10.

11,

12,

Y.

Bewije dat elke verzameling disjuncte intervallen op de rechte ten

hoogste aftelbaar is.

213 {N n} N een familie kardinaalgetallen wasrin gen grootste
ne
voorkomt. Dan is E J’Zn} ?Z no,, voor alle nné. N.

Bewljs: De verzameling van alle eindige deelverzamelingen van een
verzameling V met aftelbare of continue machtigheid heeft hetzelfde
kardinaalgetal als V.

We noemen een verzamelling V met elementen x,ypz;aua een ring als er
gen vermenigvuldiging . en een optelling + bestaal tussen de elemen-

ten van V, zodanig, dat aan de volgende rekenregels is voldasan:

Xty = PR
%4 (y+2) = (X4y)+2
30;: met x40 = x

Vx,y, 32z met de eigenschap z=x-y (x=z+y)

XY = YoX
x(y.z) = (X,y).2
%o (y+2) = X, y+X.2

Bewijs dat als we wvoor . nemen /1 en voor + nemen &s, alle deelw

verzamelingen van éen verzameling een ring vormen.

Laat zien dat dit nlet het geval 1s als we voor . nemen /M en voor +

de

13,

14.

bewerking U .

We zeggen dat een familie van verzamelingen F monotoon is als voor
elk pasr verzamelingen X,¥ uit F geldt dat o6f X €V of Y<X, Een
natuurlii jke ordening van deze familie is de ordening m.b.t., de re-
latie ¢V # X, '

Bewi js dat elke geordende verzameling V gelijkvormig is met de een

of andere famille van deelverzamelingen van V,

Een deelverzameling & van een geordende verzameling V heet dicht in
¥ alg tussen elk tweetal elementen x en y van V een element z te vin-
den is uit G,

Bewijs dat een verzameling van het type van de re&le getallen sen

dichte verzameling bevat die aftelbasr is.

&
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Asnvuliende literatuur:
P,R. Halmoss: Naive set theory, Van Nostrand 1960,
K. Ruratowski: Set theory and topology. Pergamon 1961,

Eénvoudige vraagstukken zijn te vinden in het Amerikasanse collegeboek:

J.F. Gray: Sets, relations and functions.
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Collogquium Verzamelingenleer

Negende bijeenkomst: 3 april 1963
Spreker: M.A, Maurice

g§ 22. Definitie: Indien A een geordende verzameling is, en B is een deel-

verzameling van A, dan heet een element bé& B het eerste element van B,

indien
Vx(xeB, x ¢ b) ¢ b<x,

Definitie: Een geordende verzameling A heet welgeordend, indien iedere

niet-lege deelverzameling van A een eerste element heeft,

Stelling 1: Is B een deelverzameling vanleen welgeordende verzameling A, -
en is er in A ten minste één element dat groter is dan alle elementen
van B, dan is er ook een kleinste element in A, dat groter is dan zlle

elementen van B,

Bewi js: De verzameling {‘x ; Ypben): b %x} is een niet-lege deelverzame-
RN ¥

ling van A4, die dus een eerste element heqft.

Gevolg: Ieder element van een welgeordendé verzameling A - behalve het

eventuele laatste = heeft een onmiddelli jke opvolger .

EEEliiﬂgmﬁz FEen deelverzameling B van een welgeordende verzameling A is
{(t.o.v, de ordeningsrelatie die uit de ordeningsrelatie in A wordt ver-

kregen door beperking tot B) ook welgeordend.

Bewigs® evident,

Stelling 3: Indien A welgeordend is, en A £ B, dan is ook B welgeordend,
Bewl js: evident,

Cp grond van stelling 3 zijn de verzamelingen van een bepazald orde-type

&% alle welgeordend Of alle niet-welgeordend. Dit maakt de volgende de-

finitie mogeli jk:

Definitie: Een ordinaalgetal i1s een ordetype van een welgeordende verza-
meling. ’

Opmerking: Dazyr een geordende eindige verzameling uiteraard welgeordend

is, is elk eindlg orde~type een ordinaalgetal,
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g 23, Stelling 1 Indlen.ﬁe {hﬂ} een welgeordende familie is van

iel A
welgecrdende verzamelingen (d.w.z. I welgeordend en iedere Mi welgeordend),
die twee aan twee disjunct zijn, dan is de, volgens definitie blz.30 ge-

ordende, verzameling.M = igir M een welgeordende verzameling.

Bewi js: Zij M' een nietmlege deelverzameling van M.

Zij I’ -{ ii.eI M, AW = 6}’, dan is I' een nietmlege deelverzameling

i
van I.
-;Omdat I.welgeordend is, heeft I’ een.eerste element;'zeg io’

¥ . Cd .
Zijnu M = Milﬁ M'; dan is M een niet—-lege deelverzameling van Mi °
o

[ '
Daar Mi welgeordend is, heeft M een eerste element in Mi ; zeg m%,

) % : :
.Het is © duidelijk, dat m het eerste element is van M' in ¢ M.

Stelling 2: Indien {d cen welgeordende familie wvan crdinaalgetalien

A ¥ fyeN
_is (dus N welgeordend) dan is de, op blz,30 gedefinieerde, som 2 oty

; een ordinaalgetal. vel
Bewi js: stelllng 1.

-Stelling 3: Het product van eindig veel ordinaalgetallen (gedefin1eerd
op blz.31) is weer een ordinsalgetal.

Egyiggzhﬁet is voldosnde éan te tonen Aat het product van twee ardinaalu
getallen, bijv. & en fh, weer_een ordinaalgetai ig; dit volgt echter

uit § 20 (blz.31), stelling 2 en § 23, stelling 2.

B 24. Definitie’ Een deelverzameling B van een welg ordende verzameling A
heet een beginstuk van A, indien Vb(b&B) : {xlx 4b} < B.

Opmerking: De verzameling A heet dus zelf‘ook'een beginstuk,
Lemma: Z1] A een welgeordende verzameling.
(i) Voor ‘iedere agh is B{a)‘—z’{xlx<a} een beginstuk van A
{1i) Ieder echt begiﬁstuk B van A (d.w,z. ieder beginstuk # A) is van de

vorm {x‘x<a} e

‘Bewijs: (i) evident
{ii) Alle elementen van de niet-lege verzameling A%B zijn groter
dan die van B; A \B heeft echter een eerste element, zeg a; dan is ech~

ter B = B{a}.
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Stelling 1: (i) Is B eeh&beginstuk vvanbde welgeordende verzameling A, en
is G een beginstuk van,B, dan is G ook een beginstuk van A, o
4 (ii) Zijn B en G beide begiﬁstukken van een welgeordende verzame-

ling A, dan is df B = G df één van beide is een beginstuk van de andere.

Bewijs: (i) duldeli,)k
(ii) als B=A en/of G=A, dan is de bewenng triviaal;
zij dus BéA G;éA. dan1s

B(a), G—B(a)

. voor zekere d’l e A

als al = a,, dan is B = G; als 2 ;é az dus bi.]v@ a1< 32 dan is

_{xle.al}c {x‘x{ az} P« ¥ w ,z, B€G, en B is een beginstuk van G,
Stelling 2: lLaat A en B twee gelijkvomige welgeordende v*erzamelingen
zijn, en zij f een monotone afbeelding van A op B.

Indien nu P een beginstuk is van A, dan is f [P] een beginstuk van B.
Bewi js: duldelljk ‘ ‘

Stelling 3: Zij A een welgeordende verzameli‘ng, en zij Bc A,

Zij voorts A«©B, zodat een monotone functie f bestaat, met 9f = A en :
Rs = B Dan geldt: - '
Vataed) : ast(a).

{(aéb betekent a<€b of a= b)

Bewijs: . .

Onderstel dat A {ala el en £(a)< a.} £d;

dan is er een eerste element van die verzameling, bijv. ao.--
| Dan is: » :t"(ao) <a

en dus: f(f(a })<f(a 33

masy dit is een contradictie, daar ao f(a ) enerzigds kleiner is

‘dan a s en anderzijds voldoet aan f(ao)sc ao.,

Stelling 4: Een welgeordende verzameling A is met geen enkele van zijn
echte I_Jeginstukken, noch met een echt begins’cuk van enige deelverzame-

ling, gelijkvormig.

Bewijs: Indien A deelverzameling is van A, en indien A &2 §(Z) - waarin
E(E} = {xixez en x<a voor zekere ;&Z =, dan bestaat er een mono-

tone functie £, met 9f = A en fif = B(a); maar dan volgt uit £(3) € B(a),
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- dat £(a) < K, in strijd met stelling 3.

Gevolg: Twee verschillende beginstukken van dezelfde welpgeordende verzame-
ling zijn nooit gelijkvormig. v
(Dit volgt uit stelling 1 (ii) + stelling 4.)

'H§;§elling 51 1s ‘A'.welgecrden_d, en is A¥B, dan bestaat dr slechts ééﬁ mono-
tone afbeelding van A op B.
In het bijzonder kan A slechts op één manier monotoon op zlchzelf worden

afgebeeld.

Bewijs: {i} Als f een monotone afbeelding is van A op zichzelf, dan geldt
hetzelfde voor f“l, op grond van stelling 3 is dan:

Va(aed) : asf(a)
Va(aaA)ﬂ :ﬁaﬁf”l(a}; dus f(a) £ a;

dit betekent f(a) ‘a voor alle ae&A

‘ {ii) Endwn f en g twee monotone functies 2ijn met be “‘@g A on
fir =Ag = B, dan is h = £ %o g een monotone functie met Dh = fin =

op grond van (i) is dan h(a) = a voor alle asA

dus ook g(a) = £(a) voor alle aaA

£ 25. Indien men in § 24, stelling 2, voor P een echt beginstuk van A neemt,
dan 48 het duidelijk, dat f [ P] een echt beginstuk is van B. Op grond hier-
van heeft de volgende definitie zin: ‘

Definitie: Een ordinaalgetal ;,L heet grmer dan een ordinaalge%al Y (;1 V)
~ of ook: ¥ heet kleiner dan A ~, indien een welgeordende verzameling
met Qrdinaalgetal ¥ gelijkvormig is met een ec:hj: beginstuk van een welge-

ordende ‘verzameling met ordinaalgetal M

8telling 1; Als fL,¥ en T ordinaalgetallen zijn, dan geldt:
Bit pbo< ¥ oen V< volgt: [ S (¥

Bewi, jgo

Laat M 0 en P welgeordende verzamelingen zijn met ovdinaalgetal resp. p ,
¥ en 9 ; dan is M gelijkvormig met een echt beginstuk van N en N is
gelijkvormig met een echt beginstuk van P; daaruit volgt dat M gell jk~

vormig is met een echt beginstuk van P.

&
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“Het 18 nu duidelijk, dat van de drie relaties, die tussen twee ordinaale~

getallen M en VY kunnen bestaan, nl.
My, M=V, <y es o (LD

er ten hoogste één juist is;

immers: bV en M=V impliceert /.L >}Jb

M=V en <V impliceert fh & A ,
MY en p<LY impliceert /l ”/“ ‘(stelling 1):

in alle drie gevallen heeft men dus, op grond vah a 24, stelling 4, en

de definitie van "groter dan" een tegenspraak

In het volgende zullen we nu aantonen, dat tussen twee ordinaalgetallen
3 en ¥V ook altijd ten minste een der drie relaties. (1) geldt d We z“»f

dat elk tweetal nrdinaalgetallen vergelijkbaar 15.

o We'definiéren,'als JLr een ordinaalgetal is;

13

{le»_is-een ordinaalgetai en l{{}&} ‘Jf'

w
M

W g .
0

1

“Als M > O dan is W}L # 0, dqar;O é W}L (0-1is het ofdinaalgetal van de,
. per. definitie welgeordende, lege verzameling)..
§£§$l£ﬁﬂm§‘ Zij o een ofdinaaigetalq
(i} Alle ordiraalgetallen € W}‘ zijn onderling vergelijkbaar.
(ii)‘Ordght men‘nu,W}b volgens grootte der voorkomende ordinaal«
getallen, dan is W Welgeordend met ordinaalgetal /L .

- M
Bewi js:

(1) Neem V,7T & Wp,’ en laat N,T en M welgeordende verzamelingen
zijn, met ordinaalgetal resp. ¥,T en fL . Dan is N (resp. T)
gelijkvormig met een beginstuk M (reSp. M ) van M, Uit § 24,
stelling 1 (ii), volgt dan hetgeen te bewijzen is,

(ii) Zij W een welgeordende verzameling met ordinaalgetal Mo Defi~
niger op de vmlgende wijze een afbeelding £ van M in W '
2. Voor aeM zij £(a) het ordinaalgetal van het echte begin4
gtuk B(a) van M;
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b, f is een afbeelding op‘WM; als immers & € WM’ dus e ¢ pm, dan
is & het ordinaalgetal van een echt beginstuk B(a) van M; maar
dan is e = f(a). '

c. tenslotte is f ook monotoon: als a § b (in M) dan is B(a) een
echt beginstuk van B(b), hetgeen betekent dat £(a) ¢ £(b).
M.a.w.: Wg is gelijkvormig met M, en heeft dus het ordinaalgetal M
§&1§_‘_elling’ 3: Twee ordinaalgetallen fboen v zijn altijd vergeli jkbaar

(d.w.z. 8f s gV, df o, OF p=V),
Bewijs: Beschouw D = % now,

1. D is een beginstuk zowel van W,u,
immers: als T € D, dus T € % en T € W\) , dan volgt voor elke

% ¢ T, dat ook %{@WM en & € W,@ , dus ¥, € D,

als van Wy ;

2. Indien D # w‘M en D # W\p , dan is er een eerste element ,ul in
W# dat niet tot D behoort, en een eerste element vl in Wv

dat niet tot D behoort, terwijl dan bovendien

D‘":W/M, en D:W\, ’

i i
waaruit volgt, dat D zowel het ordinaalgetal ,Mal als het ordie-

naalgetal vl heeft; m.a.w.: My = v ,; contradictie,

1 ‘
Dit betekent dat D gelijk is aan tenminste één der twee verzame=~

lingen Wﬂ y Wy ; hieruit volgt het gestelde.

Gevolg 1: Twee welgeordende verzamelingen zijn gelijkvormig, of de fgne is

gelijkvormig met een beginstuk van de andere.

Hieruit volgt onmiddellijk, dat voor twee kardinaalgetallenm en ?’Z ,
die door welgeordende verzamelingen kunnen worden gerepresenteerd, altijd

tenminste één (en dus volgens stelling 1 op blz. 11 oock: juist één) van

de drie velaties 000 < 37, Fdl = F1 , 7» I7 geldt.

@eygjg,mg Indien M deelverzameling is van de welgeordende verzameling N,

dan geldt voor de ordinesalgetallen g en vV van resp. M en N: Mé W

Bewijs: Indien g4 »V¥, dan is N gelijkvormig met een echt beginstuk van M,
terwijl M € N; dit is in strijd met § 24, stelling 4. Op grond van
stelling 3 is duS:ng % W .

&
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§ 26. Stelling 1: & is het kleinste oneindige ordinaalgetal.

Bewijs:

We behoeven slechts aan te tonen dat iedere oneindige welgeordénde ver=
zameling V een beginstuk met ordinaalgetal «w heeft; dit gaat aldus: V .

heeft een eerste element Vl’ v, heeft een onmiddellijke opvolger v

1 2’
etc., vy heeft een onmiddellijke opvolger vi+1(i=1,2,.,.); het procé-
dé breekt niet af, daar V oneindig is; V heeft dan het beginstuk
vl,vz,vs,,,,} .

Stelling 2: Indien x een ordinaalgetal is, dan is f4+1 het onmiddel-~
1ijk opvolgende ordinaalgetal.

Bewijs: duidelijk,

Stelling 3: Voor twee ordinaalgetallen A en ¥ geldt dan en slechts
dan g4 €V, als er een ordinaalgetal T » O bestaat, zodanig, dat

M+T =V . ' ‘ '

'tBeWijsﬁ 17 Zij o €V en laat M en N welgeordende verzamelingen zijn,

resp. met ordinaalgetal M en ¥ ; Mis dan gelijkvormig met een echt

beginstuk N' en N. Nu is N'Y (N-N') = N, zodat, als N=N' het ordinaal-

getal T heeft, g+ T = ¥ ; hierin is Ty O omdat N-N' # @.

2. 21 pp+ T =¥ , met T » 0. Laat nu M en T disjuncte welgeorden-
de verzamelingen‘zi,jny resp. met ordinaalgetal &4 en T ; dan heeft
M U T het ordinaalgetal vy, en a ¢y omdat M een echt (T#0) beginstuk
van M Y T is.



